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Prefazione

Questo manuale ¢ rivolto agli Studenti del quinto anno dei Licei Scien-
tifici che devono prepararsi per la prova scritta di matematica dell’Esame
di Stato.

L’opera, oltre a contenere una parte dedicata ai richiami teorici e al for-
mulario, ¢ suddivisa in quattro blocchi tematici:

1) problemi di massimo e minimo
2) problemi trigonometrici

3) funzioni con parametri

4) calcolo di aree e di volumi,

ciascuno dei quali ¢ costituito da due parti:

— una serie di problemi di difficolta crescente, aventi lo scopo di consoli-
dare i concetti, attivare il processo di sintesi delle conoscenze, far ac-
quisire piena padronanza delle tecniche di calcolo e delle metodologie
risolutive;

— un gruppo di temi, scelti tra quelli proposti agli esami di maturita, risolti
in modo lineare e graduale, con i richiami teorici necessari per motivare
le scelte effettuate.

L’opera ¢ strutturata in modo che gli Allievi trovino stimolante e grati-
ficante risolvere problemi, pervenendo ad una visione d’insieme della ma-
tematica studiata nel quinquennio e all’acquisizione di una sicurezza me-
todologica adeguata per affrontare i temi Ministeriali.

Data la novita del testo cosi impostato, sard grato ai Colleghi e agli Stu-
denti che vorranno farmi pervenire le loro osservazioni e le loro critiche.

Ringrazio la Casa Editrice Edisco che ha curato in modo particolare la
veste tipografica del testo, I’Editore per la fiducia e la stima che mi ha di-
mostrato e il Redattore per 1’accurata revisione del manoscritto.

Giorgio Valdes
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Richiami teorici con esercitazioni e formulario

L’asse di un segmento AB (Fig. 1) ¢ la retta

asse (el yegnentp A perpendicolare ad AB passante per il suo punto

medio M. Con centro in A e raggio arbitrario, ma

maggiore della meta di AB, si tracciano due ar-

chetti da parti opposte rispetto ad AB. Con centro

in B e con lo stesso raggio si tracciano altri due

archetti che incontrano gli archetti precedenti in

C e D rispettivamente. La retta CD ¢ I’ del
segmento AB.

=

Uiy

Se il punto P appartiene alla retta s, con centro in P e con apertura di
compasso arbitraria, si tracciano due archetti che intersecano la retta s in
C e D rispettivamente (Fig. 2). Con centro in C e apertura di compasso ar-
bitraria, ma maggiore della meta di CD, si tracciano due archetti da parti
opposte rispetto a CD. Con centro in D e con lo stesso raggio si tracciano
altri due archetti che incontrano gli archetti precedenti in E, F rispettiva-
mente. La retta EF passa per il punto P ed ¢ perpendicolare alla retta s.

Se il punto P ¢ esterno alla retta s (Fig. 3), con centro in P e raggio ar-
bitrario si tracciano due archetti che intersecano la retta s in C e D. Con

ettal perpendlicofare refta perpendicolare

1la ks e passante|per|P alla s ¢ passante per P

/

~\

N >

AN

Fig

rettas

@
ta
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Richiami teorici con esercitazioni e formulario

centro in C e raggio arbitrario, ma maggiore della meta di CD, si tracciano
due archetti da parti opposte rispetto a CD. Con centro in D e con lo stesso
raggio si tracciano altri due archetti che incontrano gli archetti precedenti
in E, F rispettivamente. La retta EF passa per il punto P ed ¢ perpendico-
lare alla retta s.

Sia ABC I’angolo dato (Fig. 4). Con centro in
B e raggio arbitrario si tracciano due archetti che

FS

intersecano in E, F rispettivamente la retta BA e

e

la retta BC. Con centro in E e con raggio arbitra-
rio, ma maggiore della meta del segmento EF, si

=
S~

]

1

traccia un archetto da parte opposta al punto B.

~

M
/ﬁf\ Con centro in F e con lo stesso raggio si traccia

~ un altro archetto che incontra in M 1’archetto pre-

| bsettricq cedente. La semiretta BM divide ’angolo dato
ABC in due parti uguali. BM ¢ del segmento

EF e dell’angolo dato ABC.

Sia AB uno dei lati del triangolo equilatero

(Fig. 5). Con centro in A e con raggio uguale ad

¢ AB si traccia un archetto e con centro in B, e rag-

\ chetto che interseca il precedente nel punto C. Il

\ triangolo ABC ¢ equilatero.

11 (centro della circonferenza cir-

coscritta) ¢ il punto d’incontro degli dei tre

1) gio sempre uguale ad AB, si traccia un altro ar-
/ lati. E sufficiente tracciare due assi, ad esempio

quelli relativi ai lati AC e BC (Fig. 6). Con cen-

tro in A e raggio arbitrario, ma maggiore della

meta del lato AC, si traccia un archetto esterno

al triangolo. Con centro in C e con lo stesso rag-

precedente nel punto E. La perpendicolare ad

/ gio si traccia un altro archetto che incontra il

Fig

)

AC passante per E ¢ I’asse del segmento AC.

Analogamente, si determina I’asse HL del lato

BC. 1l circocentro O & il punto d’incontro tra i

13



Fig. 6

Richiami teorici con esercitazioni e formulario

()

due assi EI, HL. Con centro in O si traccia la circonferenza di raggio OC
verificando il suo passaggio per i punti A, B. Trattandosi di un triangolo

equilatero, il O ¢ anche (centro della circonferenza
inscritta e punto di incontro delle tre bisettrici), (punto di in-
contro delle tre mediane), (punto di incontro delle tre al-

tezze). Con centro in O e raggio OTl_gi traccia la circonferenza inscritta
nel triangolo che ¢ tangente ai lati BC, AC, AB nei punti H, I, G rispet-
tivamente.

Il centro della circonferenza circoscritta ad un triangolo ¢ chiamato

Indicando con A, B, C i vertici del triangolo e con O il circocentro, si ha:
OA=0B=0C
cioe: .
Il circocentro ¢ il punto d’incontro degli dei lati del triangolo. Per
individuare graficamente il punto O ¢ sufficiente disegnare due assi di due
lati scelti arbitrariamente.

Per tracciare (Fig. 7) I’asse del lato AC, con centro in A e raggio arbi-
trario, ma maggiore della meta di AC, si traccia un archetto esterno al trian-

14



Richiami teorici con esercitazioni e formulario

\
7L\
~

\
//\’/

Fig

e
a

9]

N

ESEMPIO

golo; con centro in C, e con lo stesso raggio, si
traccia un altro archetto che incontra nel punto E
quello precedente. Individuato il punto medio F
del lato AC, si traccia I’asse EF. Analogamente si
traccia I’asse LN del lato BC. Il circocentro O & il
punto d’incontro tra i due assi EF, NL.

Con centro in O si disegna la circonferenza
circoscritta al triangolo ABC.

Se il triangolo ¢ 1 e

al triangolo (Fig. 8).

Se il triangolo ¢ 1l coin-

cide con il punto medio dell’ipotenusa (Fig. 9).

Determinare graficamente e analiticamente il circocentro del trian-

golo di vertici

nate del circocentro.

AR2;-2), BA;+3), C@;0

Graficamente (Fig. 10) si traccia ’asse ME del lato BC e I’asse GF del
lato AC.
Il punto d’incontro tra i due assi ME e GF ¢ il circocentro

02 ;0)

Analiticamente si procede nel seguente modo: si determina I’equazione
della retta ME, asse del lato BC, e ’equazione della retta GF, asse del lato
AC; mettendo a sistema le equazioni delle due rette si ricavano le coordi-

15



Parte Prima Richiami teorici con esercitazioni e formulario

Fig. 10 >
1) coordinate del punto medio M del lato BC

xp+xc 1+
WMETTTTT

_YB+}’C=\/§+0=£
2 2

Ym= )
(3 5).
2 2

2) coefficiente angolare della retta BC

_}’B—YC_\/g—O__ﬁ,

B xp—xo 1-4 3~

4_

|

3) coefficiente angolare dell’asse ME

1 3
m :——:—z\/?);
M Mpc \/§

4) coefficiente g dell’asse ME

Que=—Myg " Xy + Yy

due =~ \/3 5 \/5 \2[ \/3 4\/3 2\/§

16



Richiami teorici con esercitazioni e formulario

equazione dell’asse ME

Y =MmypX + qye
y=+/3x-24/3 ;

coordinate del punto medio G del lato AC

Xyt xe _2+4_

6T 2
Yatye —-240
= = = — 1

Yo ) )

G@; -1

coefficiente angolare della retta AC
- -2-0
My = Ya—Yc _ =1:

X4 —Xc 2-4
coefficiente angolare dell’asse GF
1

Mep=— =-—1;
GF )
Myc

coefficiente g dell’asse GF
dor=—Mgr" X+ Vg
qor=—(1)3+(-1)=2;
equazione dell’asse GF
Yy =mgpX + qgr

y=—x+2 ;

punto O di intersezione tra i due assi ME, GF (circocentro):

{y=\/§x—2\/§

y=—x+2
V3x-23=-x+2
\/§x+x:2\/§+2

X (3+D=2G3+1)

x=2;

per determinare 1’ordinata del punto O si puo utilizzare indifferente-
mente I’equazione dell’asse ME o I’equazione dell’asse GF ottenendo

y=0

17



Richiami teorici con esercitazioni e formulario

le coordinate del circocentro sono quindi

02 ;0 ;

il raggio della circonferenza circoscritta al triangolo ¢

’”=(7j=\/(x0_xc)2+()’0_)’c)2= \/(2—4)2=2’

0 anche

r=0—B=\/(x0_xB)2+()’0—yB)2= \Kz— D2+ (0-+/3)2=2,
0 anche

r=0A=\(xo—x)2 + 0o —yp)?= (2-2%+(0+2)2=2;

I’equazione della circonferenza circoscritta al triangolo ¢

(8= %) + (y=yp)? =12
=22+ (-02=(2)
X—dx+4+y2=4

X2+y?-4x=0

E bene prestare attenzione a non confondere il circocentro O del trian-
golo con I’origine O’ degli assi cartesiani.

Il centro della circonferenza inscritta in un triangolo ¢ chiamato
. L’incentro I (Fig. 11) ¢ equidistante dai tre lati del triangolo:

A

e
— A \ |
o \|
AN ,““ﬁvj:
v/ ’
\
B N

IN=IM=1L

essendo N, M, L i punti di tangenza tra la circon-

ferenza e i lati AB, AC, BC rispettivamente.

N

L’incentro ¢ il punto d’incontro delle

Per individuare graficamente il punto / ¢ suf-
ficiente disegnare due bisettrici. Nella figura 11
sono state disegnate le bisettrici AE, CF degli an-
goli BAC, ACB rispettivamente.

Per disegnare la bisettrice AE dell’angolo
BAC si procede nel seguente modo: con centro in
A e raggio arbitrario, si traccia un arco che inter-
seca i lati AC e AB nei punti P e Q rispettiva-
mente. Con centro in P e con apertura di com-
passo arbitraria si traccia un archetto; con centro

18



ESEMPIO

Fig. 12

ESEMPIO

Richiami teorici con esercitazioni e formulario

in Q e con lo stesso raggio si traccia un altro archetto che incontra in E
I’archetto precedente. In modo analogo si procede per disegnare la biset-
trice CF dell’angolo ACB.

Determinare graficamente (Fig. 12) I’incentro 7 del triangolo di vertici

0030, A8;0 , B2; 243

Dopo aver tracciato la bisettrice OF dell’angolo AOB ¢ la bisettrice BF
dell’angolo ABO, le coordinate approssimate dell’incentro /, lette diretta-
mente sul diagramma cartesiano, risultano:

22

Determinare analiticamente I’incentro 7 del triangolo di vertici (Fig. 13)
00530, AB;0, B@;4y3

Per determinare analiticamente le coordinate dell’ I occorre
mettere a le equazioni di .

Nel nostro caso mettiamo a sistema le equazioni delle bisettrici OF, AF
degli angoli AOB, OAB rispettivamente.

19



Richiami teorici con esercitazioni e formulario

/N
\
/

F \ » E
’ N ~IN\ )

/ - |

a\ / A
/ N

/ /

ST PO ES =
Fig. 13

Si procede nel seguente modo:

equazione della retta OB:

y=mx+q
- 443
m=_B"Y0 _ \[ :\/3
Xg—Xgo 4

q =0 (la retta OB passa per I’origine),

y=4/3x

Un generico punto P (x , y), appartenente alla bisettrice OF, ¢
dalla retta OB di equazione y = \/§x e dalla retta OA di equazione y=0.
Ricordando la formula della distanza di un punto P (x , y) da una retta
y=mx+gq

_ly-mx—gq]

d=———,
+ m?

le distanze del generico punto P dalla retta y = \/§x e dallarettay =0
risultano rispettivamente:

|y—\/§x| 1
g = =B 0 Ay,
N T

d2= |Y|,

20



Richiami teorici con esercitazioni e formulario

ed uguagliandole

%|y—\/§x| Iyl

Togliendo i valori assoluti della (1) senza cambiare i segni, si ottiene
un’equazione con coefficiente angolare negativo:

2T Y
Lo A3
27 7YT )
BLERERTEN
2 2

y=-Vix

Questa non puo essere 1’equazione della bisettrice OF. Osservando la
figura 13 si vede, infatti, che la bisettrice OF forma un angolo acuto con
I’asse delle ascisse, e, quindi, I’equazione di OF ha coefficiente ango-
lare positivo.

Togliendo i valori assoluti della (1) e cambiando il segno del secondo
membro si ha:

1

S -V =-y

che ¢ I’equazione della bisettrice OF.

L’equazione della retta AB ¢:

y+mx+gq
__Ya— VB :0—4\/32_\/3
X4 —Xg 84 ’

q=—mxs+ Y,
g=—(+/3)-8+0=8./3,
y=-+/3x+84/3

21



Richiami teorici con esercitazioni e formulario

Le distanze del generico punto Q (x, y), appartenente alla bisettrice AF,
dalle rette y=— \/§x +8 \/3 e y =0 risultano rispettivamente:

d1=|y—(—\/§)x—8\/§| =1|y+\/§x—8\/§ .
N TN ’

’

d2:|y

ed uguagliandole
1
E|y+\/§x—8\/§|=|y| (2)

Togliendo i valori assoluti della (2) senza cambiare i segni, si ottiene
un’equazione con coefficiente angolare positivo; infatti:

%(y+f3x—8xﬁ>)=y

1 J3 +8\/§
2

VY=Y
2 2 2

y=43x-84/3

Questa non puo essere 1’equazione della bisettrice AF.

Osservando la figura 13 si vede, infatti, che la bisettrice AF forma un
angolo ottuso con 1’asse delle ascisse e, quindi, I’equazione di AF ha
coefficiente angolare negativo.

Togliendo i valori assoluti della (2) e cambiando il segno del secondo
membro si ha:

%(y+f3x—8ﬁ)=—y

y+y =—§x+4\/§

N —

y= \/§x+4\/§

2

N W

_ 3 8
i RS AL

che ¢ I’equazione della bisettrice AF.
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Richiami teorici con esercitazioni e formulario

Risolvendo il sistema delle equazioni delle due bisettrici OF, AF’, si ha:

y= 3

V3 843
YIRS
NERE I N
3 3 3
xX=—x+38
2x=28
x=4
_\3. 43
T

che sono le coordinate dell’
1 (4 : —4 5/5 ) ,

come si puo verificare direttamente nella figura 13.
Si noti, infine, che il triangolo OAB ¢ equilatero.

Sia nota la misura AB dell’ipotenusa (Fig. 14) del triangolo rettangolo.

Con centro nel punto medio M di AB e raggio pari alla meta di AB, si trac-
cia la semicirconferenza di diametro AB. Con centro in B e raggio pari an-
cora alla meta di AB, si interseca la semicirconferenza nel punto C. Gli an-
goli del triangolo ABC risultano:

ACB=90° , BAC=30°, ABC=60°

Indicando con r il raggio, i lati del triangolo risultano:
ipotenusa = AB = 2r
cateto minore = BC = r

cateto maggiore = AC = /3r
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Richiami teorici con esercitazioni e formulario

// \\\ C //
/
A
1 //900
/

~

/ / N 30° ?(]7/» \(\ﬂo 60° \

Fig. 14

Il perimetro 2p e I’area § del triangolo ABC, espressi in funzione del
raggio r della circonferenza circoscritta, risultano:

2p:2r+r+\/§r

2p=3r+\/§r
w=\3G3+D)r
s=14c.BC
2
S=1\/§r~r
2

Unendo il vertice C con il punto medio M dell’ipotenusa AB, il trian-
golo rettangolo ABC si scompone nei due triangoli MBC e AMC.
Il triangolo MBC ¢ equilatero con lato uguale al raggio

r=MB=BC=MC,

mentre il triangolo AMC ¢ isoscele con lati

AM=MC =r

AC=+/3r

L’altezza I—L—C si ottiene come rapporto tra il prodotto dei cateti e 1’ipote-
nusa (infatti BC - AC = AB - HC = 28§, dove S ¢ la superficie del triangolo):
I_I—_B_C"R_r'\/gr_\/j
AB 2r 2
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Richiami teorici con esercitazioni e formulario

Tenendo presente che HC, oltre ad essere altezza, & anche mediana
della base MB del triangolo equilatero MBC, si ha:

HM =B =737
L’area S, del triangolo equilatero MBC risulta

1 — — 1 43
=_MB-HC==-r-Y2
A\ 5 C 5 r > r

;
4
L area S, del MCB ¢ la sesta parte dell’area del cerchio:
1
S =—-7 2
2T
Larea S5 del individuato dalla corda BC & uguale alla
differenza tra I’area S, del settore circolare MBC e I’area S del triangolo MBC:
§3=8,-5,
Lo V3
S.=—g2_N2 2
3= T
et (1)
2 3 2

L’area S, del triangolo isoscele AMC si puo ottenere come differenza
tra I’area S del triangolo ABC e I’area S, del triangolo MBC:

5,=¥3 0 V3,
2 4
V3
Sy=——r?
4 4 r k4
pertanto, i due triangoli AMC e MBC hanno la stessa area.
L’area S5 del MAC ¢ un terzo dell’area del cerchio:
1
Ss == mr?
=37
Larea Sy del individuato dalla corda AC & uguale alla
differenza tra I’area S5 del settore circolare MAC e I’area S, del triangolo MAC:
S6 = S5 - S4

1 NE

S6:§n’r2—TI’

somr (1)

3
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Richiami teorici con esercitazioni e formulario

Disegnata la circonferenza di diametro AB =

) I B 2r, con centro in A e apertura di compasso ancora

uguale al raggio r, si interseca la circonferenza

7

/ ' \ nei punti C, D opposti rispetto al diametro AB.

/ NI Unendo C con B, D con B e C con D si ottiene il

/ N triangolo equilatero CDB (Fig. 15).

7 \ \ Il triangolo ABC ¢ rettangolo con:

ipotenusa = AB = 2r

01(¢
< 1B

;}\.)
e

—
S+

cateto minore = AC = r

L—] ~ T

/ cateto maggiore = BC = \/§r

Percio: il lato del triangolo equilatero

\

|=BC=BD=CD

lig./15

w4

o

— ¢ pari a \/3 per il raggio r della circonferenza cir-

‘ coscritta:

l=\/§r

L’altezza h = HB del triangolo equilatero &

3 \2
h= \/ (/3?2 - (Q) (per il teorema di Pitagora)

h=1[3r2—§r2
4

2 _ 2

po 12 =3
4

3
h==r;
2
allo stesso risultato si perviene ricordando che

h=£l

2 )
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Richiami teorici con esercitazioni e formulario
ed esprimendo / in funzione del raggio:
h= @ . \/§r
h==r

L’area § del triangolo equilatero, espressa in funzione del raggio, risulta
essere:

S=2CD- HB
2
1 3
S=—/3r =
V5T
S= M’ 2
4
Ogni lato del triangolo equilatero individua un la
cui area € % della differenza tra 1’area del cerchio e I’area del triangolo

equilatero:

0

S| = area segmento circolare = % (.7'[}’2 -
S =1r2 (.7'[——3 \/3)
3 4
L’area S, del triangolo isoscele OBC ¢
&:%ﬂiﬁé

SZ=%~r-—;\/§r

Larea del settore circolare OBC (terza parte del cerchio) ¢
1
Sy == ar?
373 r

L’area S, del segmento circolare individuato dalla corda BC & uguale
alla differenza tra I’area S5 del settore circolare OBC e I’area S, del trian-
golo isoscele OBC:

$1=8-5

27



Fig. 16

Richiami teorici con esercitazioni e formulario

=3nr2— 1
b2

risultato gia ottenuto per altra via.

Per costruire 1’angolo retto, con centro in O e raggio arbitrario si trac-
ciano due archetti che intersecano 1’asse x nei punti C, D opposti rispetto
ad 0. Con centro in C e raggio arbitrario, ma maggiore di OC, si traccia
un archetto e con centro in D e con lo stesso raggio si traccia un altro ar-
chetto che incontra il precedente nel punto E (Fig. 16).

y A
/
4 l/
S{/
L~
/ /
E F
/ L~
L1
| |
C D I'p [ 1 [

Ora procediamo per dividere I’angolo retto EOD in tre parti uguali. Con
centro in O e raggio arbitrario tracciamo il quarto di circonferenza che in-
terseca gli assi x e y nei punti L, N rispettivamente. Con centro in L e con
lo stesso raggio, intersechiamo il quarto di circonferenza in E. Con centro
in N e con lo stesso raggio, intersechiamo il quarto di circonferenza in F.
Le semirette OF, OE dividono 1’angolo retto in 3 parti uguali:

LOF = FOE = EON = 30°
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Richiami teorici con esercitazioni e formulario

La retta OF forma un angolo di 30° con I’asse x, e, percio, il suo coef-
ficiente angolare ¢
NE

m=1g30° =

e la sua equazione

La retta OF forma un angolo di 60° con I’asse x, e, percio, il suo coef-
ficiente angolare ¢

m=tg 60° = \/3
e la sua equazione

y=+/3x

ESEMPIO Determinare le coordinate dei punti di intersezione F, E (primo qua-
drante) tra la circonferenza con centro nell’origine e raggio r e le rette
di equazione
V3

y=-3%, y= \/3x rispettivamente.
L’equazione della circonferenza con centro nell’origine e raggio r ¢
Risolvendo il sistema
X2 +y2=r2
_\3
Y73

si ottengono le coordinate del punto F:
2
X2+ (£’ x) =72
3
1
X2+=-xr=r?
3

4

LI B,
3V =T
xz=§r2
J3
x=+2"r
2
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Richiami teorici con esercitazioni e formulario

e considerando solamente la soluzione positiva

X=——r
2
si ha:
TN
3 3 2
1
=3

In definitiva

Risolvendo il sistema
X2+y2=r2
{y =/3x
si ottengono le coordinate del punto E:
2+ (3x)2=r2
X2+ 3x2=1r2

4x% =12

N —

e considerando solamente la soluzione positiva si ha:

y= \/§x = ﬁ r
2
In definitiva

E(lr ; @r)

2
- - V31 o
Con r = 1, ’ascissa e I’ordinata del punto F —5 i 5 sono rispettiva-
mente il coseno e il seno dell’angolo J—g =30°.
D) . D) . 1 \/§ . .
Con r =1, ’ascissa e I’ordinata del punto E 5 ; N sono rispettiva-

mente il coseno e il seno dell’angolo 7—; =60°.
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